О квазилинейных и квазирелаксационных автоколебаниях в электромеханической системе by Рикконен, В. М.
Том 98 I960 г.
И З В Е С Т И Я
ТОМСКОГО ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО
ИНСТИТУТА имени С. М. КИРОВА
О КВАЗИЛИНЕЙНЫХ И КВАЗИРЕЛАКСАЦИОННЫХ
АВТОКОЛЕБАНИЯХ В ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ
В. М. РИККОНЕН
(Представлено научно-методическим семинаром электромеханического факультета)
В связи с распространением слож ны х схем  электромашинной ав­
томатики в настоящ ее время все больш ее значение приобретают воп ­
росы изучения колебательных явлений и устойчивости систем в отно­
шении возникновения колебательных явлений и, в частности, в системе  
генератор— двигатель.
Как известно, анализ сложны х схем  автоматического регулирова­
ния проводится методами и различными критериями устойчивости  
теории автоматического регулирования. Колебательные явления или пе - 
рнодические режимы систем регулирования определяются сущ ествую щ и­
ми в системе нелинейностями; наблю даемое в практике больш ое разно­
образие возникающих периодических движений в системах объ я с­
няется как количеством и видом этих нелинейных характеристик, так 
и местом расположения их в структурной сх е м е  системы.
Рассматривая явление колебаний в системах регулирования как 
нежелательный и осложняю щ ий факт, часто ограничиваются н а х о ж ­
дением частоты возможны х колебаний и критериями устойчивости  
системы, не затрагивая физической картины или природы данного я в ­
ления.
Если обратиться к теории электрических машин и теории эл ек тро­
привода, то переходны е процессы в системе Г — Д  с учетом различных 
нелинейных характеристик были и остаются в настоящее время ещ е  
нерешенными научными проблемами. По этому поводу действитель­
ный член Академии наук Армянской CCP А. Г. Иосифьян писал [I] :  
„Как известно, теоретические основы исследования переходны х п р о­
цессов основываются на м етодах анализа поведения систем, тр ебую ­
щих решения нелинейных дифференциальных уравнений, описываю­
щих нестационарные процессы в электрических цепях, и диф ф ерен­
циальных уравнений, описывающих процессы, связанных с движением  
инерционных масс.
Для облегчения методов анализа обычно пренебрегаю т нелиней­
ными параметрами цепей токов, исключают из рассмотрения явление  
насыщения, потери на вихревые токи, г и с т е р е з и с . . . ,  а также исклю­
чают переменную  скорость движ ущ ихся масс. Линеаризация уравне­
ний является результатом чрезвычайных математических трудностей, 
возникающих при решении этих уравнений в общ ем виде.
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М е ж д у  тем такие важные для практики величины, как время 
п е р еходн ого  режима, амплитуда колебаний, число предельных циклов 
колебаний, анализ потерь при этих колебаниях, явления самораска-  
чивания и автоколебаний, весьма сильно зависят от нелинейных пара­
метров электрических цепей и от движ ущ ихся с ускорением механи­
ческих масс. Следовательно, основное внимание исследователей д о л ­
ж но быть направлено на область анализа переходны х процессов с 
учетом нелинейных параметров“.
П роблема решения переходны х процессов в системах с учетом  
основных нелинейностей ставится в различных областях техники, на­
пример, в электроприводе, теоретической электротехнике и т. д. В 
теории электрических машин для решения нелинейных проблем при­
меняются методы последовательных интервалов, различные методы  
линеаризации нелинейных характеристик, численные и графоаналити­
ческие методы.
О днако сущ ествую т специальные методы теории нелинейных ко­
лебаний, разработанные в основном советскими учеными-физикамн 
академиками Мандельштамом, Папалекси и Андроновым, с помощью  
которых возм ож но объяснить ряд сущ ественно важных свойств си­
стемы, о которых упоминает А. Г. Иосифьян.
Система генератор—двигатель является основной частью схемы  
электромашинной автоматики, а потому вопросы возникновения св о­
бодны х колебаний в данной системе и физика явления автоколебаний  
в ней являются весьма актуальными.
Вполне естественно при реш ении возникающих задач воспользо­
ваться указаниями теории нелинейных колебаний, в которой реш а­
ются вопросы нахож дения предельны х циклов автоколебаний, явления 
самораскачивания системы, вскрывается физическая картина данного  
явления.
Поскольку в теории электрических машин и в теории электро­
привода автоколебания почти не изучались, то исследование прощ е  
начать с рассмотрения простейш ей системы, в качестве к отор ой  возь­
мем систему генератор посл едовател ь н ого—двигатель независимого  
возбуж д ен и я  (фиг. 1).
З десь  А Д —первичный двигатель, источник энергии;
Г— О ПВ— генератор последовательного возбуждения;
L(I)— переменная или постоянная индуктивность;
Д —ОВД— двигатель независимого возбуж дения.
В теории колебаний автоколебательные системы имеют структур­
ную  с х ем у  вида (фиг. 2).
Источник энергии в автоколебательной системе Одолжен су щ ест ­
вовать в той или иной форме, поскольку во всякой реальной к ол еба ­
тельной системе происходит рассеяние энергии колебательного кон­
L(I)
Фиг. 1.
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тура и для поддержания установившихся периодических движений  
необходим о пополнение запаса энергии в контуре. Роль обратной  
связи заключается в воздействии на „клапан", открывающий доступ  
энергии в систему.
Такая изолирован- ОБРАТНАЯ СВЯЗЬ
ная от внешних воз­
действий система  
(автономная) об л а ­
дает свойством сам о­
регулирования при­
тока энергии, и все 
свойства свободны х
движений в систем е Фиг* 2-
б у д у т  объясняться только особенностями самой системы.
Принятую нами систему Г—Д  (фиг. 1) м ож но представить струк­
турной схемой, аналогичной фиг. 2, если выделить колебательное  
звено, состоя щ ее  из индуктивности, обязанной потокосцеплениям по 
всему контуру Г -Д , и электродинамической емкости вращающегося  
двигателя— Cd. В общ ем случае и индуктивность и емкость такого  
колебательного звена б у д у т  зависеть от „интенсивности“ процесса, 
т. е. от величины протекающего тока и движ ущ ихся с ускорением ма­
ховых масс, и, следовательно, колебательный контур бу д ет  нели­
нейным.
Нелинейность характеристики генератора благодаря насыщению  
магнитной системы представится в структурной схем е  нелинейным  
элементом, играющим роль ограничителя нарастания колебаний. Т а ­
ким образом, мы получаем фиг. 3, аналогичную фиг. 2.
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Фиг.  о.
Роль клапана играет обмотка последовательного возбуж дения  
генератора, обтекаемая током контура Г— Д  и вместе с тем выполня­
ющая функцию обратной положительной связи по току.
• В электромашинной автоматике встречаются более  сложные схемы, 
в которых имеются обратные связи по току, напряжению и обратные  
связи по скорости, подаваемые на обмотки управления генератора  
или электромашинного усилителя. Кроме этих обм оток возбуж дения  
могут быть обмотки . независимого возбуж ден и я  или задающ ие о б ­
мотки (фиг. 4).
Если из схемы фиг. 4 удалить O H B - обмотку независимого в о з ­
буж дения и О Ш В — обмотку ш унтовую, то при определенном коэф ­
фициенте усиления по току и положительной обратной связи мы п ол у­
чим взятую нами схем у (фиг. 1).
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Ампервитки O H b и ОШ В изменяют автоколебательные свойства 
системы, но принципиально методика исследования и физика явления 
должны остаться прежними.
OHB
УСИЛИТЕЛЬ
Фиг. 4.
Д л я 'ц е п и  Г —Д  уравнение равновесия напряжений будет
Z + / / M - 2 A  и щ+ Е д= Е а (І), (С
где R — о б щ е е  активное сопротивление цепи;
L щ — падение напряжения в щеточных контактах па генераторе  
и двигателе;
Ed- противо-э.д .с . двигателя;
E a (I) — внутренняя характеристика генератора.
Основной нелинейностью в контуре Г—Д  будем считать нелиней­
ность Ea (I) ; остальные коэффициенты уравнения (1), как электроди­
намическая емкость и индуктивность, могут быть приняты постоян­
ными при определенны х условиях. В самом деле  при включении в 
контур больш ой линейной индуктивности потокосцепление по контуру  
Г —Д  представится слабо нелинейной кривой + ( / ) ,  которую можно  
заменить спрямленной характеристикой.
Д ля нелинейности кривой E a (I) применим аппроксимацию поли­
номом третьей степени, учитывающую характерную нелинейность  
намагничивания
Данная аппроксимация часто принимается в теории нелинейных 
колебаний для характеристик с насыщением и дает  возможность „при 
помощи простых математических выкладок получить легко обозри-мые 
и вместе с тем с качественной стороны достаточно близко совпадаю* 
щие с экспериментальными данными результаты“ [2].
Принимая M y =  O, получим уравнение Даламбера в форме
Ea ( I ) U  І - (  Р.
13)
Приняв сказанные допущ ения и продифференцировав по времени  
уравнение (ljf, с учетом выражения (3) мы получим:
+ + f  +  (/? _  a'_L3 ß '/ 2) -F i Çf_?M J=Q.  
d t 2 d f  / (4)
При анализе электромеханических переходны х процессов в о с ­
новном подлеж ат рассмотрению ток в системе и скорость вращения
j  da)
двигателя. Поскольку І — у^- • -гг (3), то (4) представится так:Gt
. d 2«> .
CT г~dP TTt
d(o\2l da)
d t
+  /С-«=О, (5)
где
/ JО  О' JBi —И \ С
С !
K =  е
J
В уравнении (5) мож но выделить линейное колебательное звено, 
которому присуща круговая частота контура
h,
i
f  Cd с M
J L (6)
В ы р аж ен и е-=
L
J
' Се
Cd играет роль электродинамической ем ко­
сти, физический смысл которой заключается в накоплении кинетиче­
ской энергии вращающимся приводом.
Так как Cm= K x и  С / = K 2 (Pd, где — поток возбуж ден ия  
двигателя, то частота линейного контура
к0 Ѵ Ф д И Cd =  - U ,  (7)
ф д2
Д ля анализа полученного уравнения (5) необходим о выразить его 
в относительных единицах. Эта н еобходи м ость  объясняется не столько 
удобствами и упрощениями, которые появляются при пользовании 
относительными единицами, сколько тем, что теория нелинейных к о ­
лебаний широко использует метод сравнения различных коэффициен­
тов в уравнениях. Понятно, что такое сравнение возм ож но произво­
дить только для величин, имею щ их одну размерность или выражен­
ных в безразмерной форме.
В системе относительных единиц, как известно, все величины 
долж ны  быть приведены к одном у звену, номинальные величины к о­
торого берутся за базисные. В данном случае удобн о  взять за базис­
ные значения номинальные данные исследуем ого  двигателя
= 04H'
Д ля выражения индуктивности потокосцепление по всему контуру  
Г — Д  необходим о привести к обмотке якоря, номинальное потокосцеп­
ление которого <Pd.H.WH.d возьмем за базисное.
В относительных единицах в
еа (/) — а /—ß/3; б {і) = Ід і.
Тогда уравнение (4) запиш ется так:
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dH di CmC/  /оч
s % + (M + 3 ^ r ’ « T f c 0 ' (8)
где
Wfjd Фдн W nd. Фдн • 7r^  ,
/?. 0)м. Wfiß0 dfi P- 0iZ
[сек\.  (9)
Если теперь за единицу времени взять собственную  частоту ли­
нейного контура X=A0Q то получим в безразмерных единицах
dK - - ------------- 1-(г z ! V J i j dl • /  0. (10)
d +  U d Ii0 dx v
Для уравнения (5) соответственно получим
d +  . ___ 1 у
dx2 С IdIi0 [_ [Udh0Y \dx
du
О. -F (Ы и, 0. (11)
ах
Величину I lqh 0 можно назвать волновым сопротивлением контура  
в безразмерных единицах. В самом дел е ,
' U h  5 Zi l  i  /  + Y  _ L ,  / L q  . / і о \
f) " ' 0 V j d d Rh V  C0R h Rh I Q r ( )
Д ля консервативного колебательного контура, полученного из 
( И) ,  когда второй член равен 0, имеем:
“  ( — V +  —  ( і з )2 \ dx ) 2 V 1
Это равенство выражает закон сохранения энергии для идеального  
консервативного контура.
В дальнейш ем анализ уравнения (11) мы проводим качественными 
методами с помощ ью  построения интегральных кривых на фазовой  
плоскости согласно теории [2,3].
Согласно равенству (13) энергия консервативного контура остает­
ся постоянной и, следовательно, движ ени е в этом случае и зображ ает­
ся окружностью , радиус-вектор которой
Г = V 1ZW  , (14)
где 2 W — удвоенная энергия консервативного контура.
На фазовой плоскости по оси абсцисс откладываем значения а>,dm
по оси ординат — значения —  .dx
Д ля нахождения величины тока в системе относительных единиц  
имеем равенство „
/ - Y .  (15)
P
Действительно,
.  j + +  . /■т+ с+ і ж  , 1 . / ~ ц ; ,
*  v . » .  V — Щ ?  + 1  с ,7  ?
Tl
Таким образом, решением уравнения (11) будут  являться интег­
ральные кривые на фазовой плоскости, даю щ ие представление о дви­
жении в системе; интересую щ ие нас скорость вращения двигателя и 
ток в системе с учетом равенства (15) найдутся как проекции изо­
бражаю щ ей точки на координатные оси.
Режим установления квазилинейных автоколебаний 
Уравнение (11) перепишем в следую щ ей форме:
1
d+  7
ß
г — а-; - - 1— I —  I 
pJ \ dx J dx
(D — 0. (16)
Построение интегральных кривых по уравнению (16) возможно  
проделать или способом изоклин или методом Льенара [2,4].
В данном случае диссипативный член уравнения является нели­
нейной функцией от производной переменной со, поэтому возможно  
применить метод Льенара, значительно упрощ ающ ий построение ин­
тегральных кривых [3 ,4 ] .
Для этого  метода необходим о построить изоклину горизонталь­
ных касательных, по которой производится построение у ж е  самих
интегральных кривых. Если принять У = — , то из (16) полѵ-
ах
чим систему уравнений
ûIy 
dx
dx
dx
~r a- - - -  y 2j . y  r-*; =  O. j
(17)
Уравнение интегральных кривых на фазовой плоскости получим, 
ѵсли исключим время, разделив первое уравнение на второе
dvлови я
dx
dy
dx
0, что дает  нам 
1
1
у — V
P P2 . (18)
У
горизонтальных касательных получим из ус-
AY “(а — г) у (19)
Это уравнение кубической параболы. Зная коэффициенты а, г, ß 
м р, мы строим в относительных единицах по уравнению (19) изо­
клину горизонтальных касательных на фазовой плоскости.
Уравнение разделяю щ ей кривой [3], разграничивающей инкре­
ментные и декрементные области фазовой плоскости, получим из
УСЛОВИЯ
Y ( V ) - F j / - г  У2 1 - 0 ,  
P'
(2 0 )
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откуда разделяющие прямые получат выражение
V 1 р
(2 1)
На фиг. 5 построена изоклина горизонтальных касательных по 
(19), с помощью которой построены интегральные кривые на фазовой 
плоскости, дающие полную качественную и количественную картину 
поведения системы.
Для получения интересующих нас скорости вращения двигателя н 
тока в системе в функции времени производим построение по точкам 
согласно формуле [5]
Sn
U y J
/+I
dx Хі+\ Xi J U r =  ---------------— In
У У Н - i  У t Уі
Из фиг. 5 видно, что при малых значениях коэффициента
(2 2 )
а — г
7 4
в формуле (19) изоклина горизонтальных касательных мало откло­
няется от оси ординат. Это можно достичь за счет увеличенного ак­
тивного сопротивления контура Г—Д или же за счет большого значе ­
ния волнового сопротивления контура. При этом получается так на­
зываемое „мягкое“ самовозбуждение системы без каких-либо внеш­
них возмущающих воздействий.
В начальной стадии самораскачивания при незначительных ампли­
тудах в инкрементной области происходит накопление энергии в ко­
лебательном контуре. Радиус-вектор с увеличением энергии в системе 
увеличивается сначала незначительно, затем спираль разворачивается 
быстрее—поступление энергии в контур достигает максимума; в даль­
нейшем увеличение радиуса - вектора замедляется, изображающая 
точка приближается к предельному циклу, который характеризуется 
тем, что за период колебания энергия контура остается постоянной. 
Постоянство энергии при установившемся периодическом движении 
в системе объясняется тем, что изображающая точка дважды за пе­
риод проходит по инкрементной области и дважды—по декрементной, 
в которой происходит уменьшение радиуса-вектора, так как энергия 
контура в последней области рассеивается.
Естественно, при установившемся движении в течение периода 
должен соблюдаться баланс энергии, поступающей в контур, и энер­
гии, теряемой контуром.
Форма автоколебаний в этом случае мало отличается от гармо­
нического движения, поскольку изоклина горизонтальных касательных 
близко располагается от оси ординат; в данном случае автоколебания 
носят название квазилинейных.
а— г
С увеличением коэффициента изоклина горизонтальных каса -
тельных больше отходит от ординаты; это означает большие коли­
чества энергии, поступающей в инкрементной области; система при 
этом должна глубже заходить в декрементную область фазовой пло­
скости с тем, чтобы соблюдался баланс энергии при автоколебаниях. 
Форма движения значительнее отклоняется от гармонического и, сле­
довательно, 'в кривых тока и скорости появляются значительные гар­
монические составляющие высшего порядка.
Интересно определить количество энергии, которое поступает в 
контур и затем отдается колебательным контуром при автоколебаниях.
В уравнении (16) диссипативный член может быть обозначен так:
Если уравнение (13) означает постоянство энергии консерватив­
ного контура, то при автоколебаниях, когда в среднем за период 
наблюдается также постоянство энергии колебательного контура, ра­
бота ,внешней“ силы, приложенной к этому контуру, за период дол­
жна равняться 0 .
Это записывается следующим образом:
P
1 2£7і (u)) w— F1 (ш).
W - S  2s?i (ш) dx =  Ф (to) dw =  0 ,
г
(24
о
что означает—интеграл по замкнутому контуру от диссипативного члена 
должен быть равен 0 .
Как видно, значение силы определяется кривой горизонтальных 
касательных, которая является функцией только о»; для нахождения 
интеграла (24) эту „силу“ необходимо представить функцией ф. Это
возможно сделать с помощью 
предельного цикла, устанавли­
вающего связь между ф и ф .  
На фиг. 6 показана построен­
ная таким образом зависи­
мость F  (ф).
Охватываемая этой кривой 
площадь есть энергия в мас­
штабе принятых нами относи­
тельных единиц; контур, обхо­
димый при движении изобра­
жающей точки по предельно­
му циклу в направлении часо­
вой стрелки, ограничивает 
площадь, равную энергии, пос­
тупающей в систему при про­
хождении инкрементной облас­
ти (фиг. 6)— H контур, обхо­
димый против часовой стрелки, 
ограничивает площадь, дающую значение энергии, теряемой контуром 
в декрементной области —.
Естественно, что при установившемся режиме автоколебаний пло­
щади с +  и — должны быть равными. На фиг. 6 хорошо видна как 
качественная, так и количественная сторона процесса автоколебаний 
н нашей системе.
При значительных коэффициентах 2 s а — г в системе возника­
ют квазирелаксационные автоколебания, приобретающие характерную 
форму чисто релаксационных колебаний при г с ю .
Для удобства анализа уравнения (16) проделаем линейные преоб­
разования переменных подстановкой
P3 2:
Таким образом, из (16) получим выражение 
x —2г|1 - - х * ] . х + х = 0 .  
Уравнение изоклины горизонтальных касательных
X1 + e  (1— у 2).у .
(25)
(26)
На фиг. 7 построена изоклина при 2е=4,61, а по ней построен 
предельный цикл.
Благодаря тому, что 2 а > 1 , движение в системе резко декремент- 
но или резко инкрементно во всех областях фазовой плоскости кро­
ме поля направлений вблизи изоклины горизонтальных касательных. 
Предельный цикл наступает за первую четверть периода при любых 
начальных условиях. Здесь мы не видим прежнего явления саморас- 
качивания, колебательное звено как бы теряет колебательные свой­
ства.
И з  точки P 0 и з о б р а ж а ю щ а я  точка почти скачком переходит вниз 
до пересечения с изоклиной горизонтальных касательных в точке P 1.
Затем движение происходит 
вдоль нижней ветви изоклины 
горизонтальных касательных; 
в окрестности т. P 2 изобра­
жающая точка пойдет почти 
вертикально вверх до пересе­
чения с верхней ветвью изо­
клины.
На фиг. 7 показаны интеое- 
сующие нас кривые «>=/(£) и 
/=<р(% которые построены с 
помощью предельного цикла.
Как видно, форма кривых 
значительно отклоняется от 
гармонической и приобретает 
характерную пилообразную 
форму, присущую релаксаци­
онным колебаниям.
Такие автоколебания носят 
название квазирелаксацион- 
ных.
Выводы
Методами теории нелиней­
ных колебаний возможно раз­
решить ряд нелинейных задач, 
возникающих в практике элек­
тропривода.
В простейшей системе Г-— Д периодические движения свободной 
системы или автоколебания могут быть двух видов в зависимости от
величины коэффициента ——~ в нелинейном уравнении; при одном и
P
том же ускоряющем напряжении в системе могут возникнуть или 
квазилинейные или квазирелаксационные автоколебания; при устано­
вившемся режиме возможно установить энергетику автоколебаний-
ЛИТЕРАТУРА
1. А. Г. И о с и ф ь я н. Научные проблемы отечественного электромашинострое­
ния, Электричество, №  7, 1955.
2. А. А. А н д р о н о в ,  С.  Э.  Х а й  к и н .  Теория колебаний, ОНТИ, 1937.
3. К. Ф. Т е о д о р ч и к .  Автоколебательные системы, изд. 3, 1952.
4. Д ж .  С т о к е р .  Нелинейные колебания в механических и электрических с и ­
стемах, ИИЛ, Москва, 1953.
5. Под ред. д. т. н. Поливанова. Физические основы электротехники, Госэнерго­
издат, ИИЛ 1950.
